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Sazetak

U radu se daju modeli za izraun vjerojatnosti dozivljenja (Zivota i smrti) za dvije i viSe osoba, koji su
neophodni kod izracuna Zivotnog osiguranja.

Kljucne rijeci: vjerojatnost, zivotno osiguranje, aktuarska matematika

%7 bernadin@bih.net.ba

67



Uvod

Aktuarska matematika (Karaci¢, 2009) je najznacajniji dio osiguranja koji matematickim
metodama na osnovu racuna vjerojatnosti i statistike utvrduje cjenike osiguranja, potrebne garantne
rezerve 1 druge rezerve u osiguranju, nacin reosiguravateljskog pokri¢a, visinu samopridrzaja
(pridrazaj ili retencija je pravo zadrzavanja, pravo vjerovnika u ¢ijim se rukama nalazi neka
duZznikova stvar da je zadrzi dok mu ne bude ispunjena trazbina, a ako ispunjenje izostane, da se
naplati iz njene vrijednosti) i druge elemente poslovne politike. Posebno je veliko znacenje
osiguravateljske matematike u utvrdivanju cjenika i raspodjele udjela u dobiti u svim oblicima
zivotnih i bolesnickih osiguranja, a bitna je i na podrucju ulaganja sredstava. Razvojem racunarske
tehnologije poveéane su moguénosti razvoja osiguravateljske matematike. Aktuar je osoba
specijalizirana za izracun rizika i vjerovatnosti nastanka, bilo pozitivnih bilo negativnih, dogadaja
koji uticu na budude poslovanje ili dogadaje. Aktuar se koristi aktuarskom i financijskom
matematikom, teorijom vjerojatnosti i statistikom pri odredivanju potencijalnih rizika klijenata
nastalih iz njihovih poslovnih i financijskih odluka. To je matematiCar specijaliziran za podrucje
zivotnih osiguranja, odnosno osiguranja uopce, koji je osposobljen da na osnovama algoritama
aktuarske matematike moze izraCunavati sve bitne veli¢ine vezane za jednokratne i viSekratne
uplate i isplate u Zivotnim (i drugim) osiguranjima, kako u fiksnom tako i u varijablnom iznosu.
Racun vjerojatnosti je prakti¢no prvo primijenjen u Engleskoj i Holandiji u statistici i u razli¢itim
granama osiguranja. Posao aktuara za procjenu postojecih rizika i razvoj modela za projekciju
buducih dogadaja ukljucuje analizu podataka iz proslosti. Taj statisticki materijal kod osiguranja
osoba za slucaj dozivljenja ili za slucaj smrti je pregledno sreden u posebne tablice koje se zovu
tablice smrtnosti (mortaliteta) i dozivljenja. One sadrze broj umrlih odredene starosti na kraju
pojedine godine izmedu odredenih godina starosti, kao 1 broj prezivjelih odredene starosti na kraju
pojedine godine, izmedu odredenih godina starosti. Prve takve tablice sastavili su John Graunt
(1620-1674, engleski statisticar i demograf (osniva¢ demografije)) ("Natural and Political
Observations Made Upon the Bills of Mortality", London, 1692.) i Edmond Halley (1656-1742,
engleski astronom, geofizicar, matematicar i fizi¢ar) ("An Estimate of the Degrees of the Mortality
of Mankind, Drawn from Curious Tables of the Births and Funerals at the City of Breslaw; With
an Attempt to Ascertain the Price of Annuities upon Lives", Philosophical Translations of the Royal
Society, Vol. 17(1693), pp. 596—610). Od tada pa do danas, na osnovu toga modela, nastale su
mnoge sli¢ne tablice u kojima se osim spomenutih statistickih podataka o umrlima i prezivjelima,
nalaze i vrijednosti mnogih osnovnih i pomo¢nih aktuarskih funkcija. U nasim primjerima koristit
¢emo Tablice 17 engleskih drustava, koje poticu jos iz 1843. godine (u prilogu), a radene su na
statistickom uzorku od 100 000 osoba (pocetne) starosti 10 godina.

U tablicama se upotrebljavaju simboli kojima se oznacavaju pojedine veliCine ili vjerojatnosti
dobijene pomocu tih veli¢ina. Ti simboli su internacionalni, a usvojeni su na Drugom kongresu
aktuara (International Congress of Actuaries—ICA), odrzanom 1898. godine u Londonu.

e x — starost osobe izraZzena u godinama
o |, — (living = Zivuci) broj svih zivih osoba starosti x godina
e d, — (dead = mrtav) broj umrlih osoba starosti x godina

Broj I, predstavlja (oc¢ekivani) broj Zivih osoba starosti x godina. Tako iz tablice vidimo da je
(ocekivani) broj zivih osoba starosti 25 godina u danoj populaciji jednak 89835. Iskoristimo li
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proporcionalnost, imamo da je (ocekivani) broj zivih osoba starosti 25 godina u statistickom uzorku
od n osoba jednak 89835n,/100000.

Broj [y (kod tablica 17 engleskih drustava I, = 100 000) se naziva korijen tablice. Indeks koriSten u oznaci
predstavlja pocetnu dob pojedinca, gdje vrijednost O implicira da se radi o novorodencadima. Takoder je
potrebno istaknuti i pojam grani¢na dob, u oznaci m, $to predstavlja dob kada vrijednost I, postaje
zanemarivo mala (u odnosu na l,), te se proglasava [, = 0 (dob kada ¢e svi pojedinci iz pocetne skupine
umrijeti).

Broj d, oznacava broj umrlih osoba starosti x godina, tj. broj umrlih osoba koje su navr$ile x godina, ali
nisu dozivjele x + 1 godinu. Taj broj je jednak razlici broja zivih osoba starosti x i x + 1 godina, tj. imamo
da je d, =1, — l,;1. 1z tablica u prilogu vidimo da je broj osoba koje su umrle u starosti od 25 godina
jednak 698.

Vjerojatnost doZivljenja (i smrti) za jednu osobu

Za razliku od racuna vjerojatnosti dozivljenja (i smrti) za jednu osobu (Ibrahimpasi¢, 2023), Sto se
moze pronaci u literaturi, raun vjerojatnosti doZivljenja (i smrti) za dvije, a narocito za tri i vise
osoba, nije toliko obraden u literaturi.

Uz standardne oznake

e b, — vjerojatnost da ¢e osoba stara x godina Zivjeti bar jo§ n godina (ako jen = 1, onda
se u pisanju n izostavlja),

® gy — vjerojatnost da ¢e osoba stara x godina umrijeti prije nego navrsi x + n godina (ako
jen =1, onda se u pisanju n izostavlja),

prema klasi¢noj definiciji vjerojatnosti, gdje se vjerojatnost proizvoljnog dogadaja definira kao
koli¢nik broja elementarnih dogadaja povoljnih za taj dogadaj i ukupnog broja elementarnih
dogadaja, imamo da je (uvjetna) vjerojatnost dozivljenja dobi x + 1, ako je osoba dozivjela dob x,
jednaka

_— lx+1
px - L. >
X

dok je (uvjetna) vjerojatnost dozivljenja dobi x + n, uz uvjet da je osoba dozivjela dob x, jednaka

— lxin
npx - .

Ly
Nadalje imamo da je

_ betn _ Levin-1 Levr _ betr | Levan—1
nPx = L 1 ' 1 =7 ' ! = Dx " n-1Px+1>
X X X+1 X xX+1

pa nastavimo li induktivno, dobijamo

nPx = Px " Px+1 " n-2Px+2 = *** = Px " Px+1 " Px+2 " Px+n-2 " Px+n-1-

Vjerojatnost smrti, prema istom principu, jednaka je
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2‘1(1:—01 dy+i : _ dy
nqx = 1 gy =7

Ly I

Napomenimo, da su dogadaji smrti i dozivljenja medusobno suprotni dogadaji, pa vrijedi

nPx + ndx =1 i Pxtax = 1.

Primjer 1. Primjenom tablica 17 engleskih druStava, za osobu starosti 20 godina odrediti
vjerojatnost:
a) Da ¢e dozivjeti 21. godinu, tj. da ¢e Zivjeti bar jo$ 1 godinu;
b) Da ¢e dozivjeti 35. godinu, tj. da ¢e Zivjeti bar jo§ 15 godina;
c) Danece dozivjeti 21. godinu, tj. da nece zivjeti jos 1 godinu;
d) Da nece dozivjeti 35. godinu, tj. da nece Zivjeti joS 15 godina (da ¢e umrijeti prije nego
napuni 35 godina starosti).

Rjesenje:
l 92588
a) P20 = 21 = =~ 0,9927
lzoz 932681 )
82581
b — 20415 _ 35 _ ~ 0.8854
) 15P20 Lyo Lo 93268 ’
dao 680
Q) G20 =12 = 55505 ~ 00073 (G20 =1 —pgo = 1 —0,9927 = 0,0073)
dyotdgg++d 680+683+686+690++742+750+758 10687
d) 15420 =—F—+= = ~ 0,1146
Loo 93268 93268

(15920 =1 — 15pP20 = 1 —0,8854 =~ 0,1146)
0
3. Vjerojatnost dozivljenja (i smrti) za dvije i viSe osoba
Poznato je da, ako su 4 i B nezavisni dogadaji, tj. dogadaji kod kojih ishod jednog ne uti¢e na ishod
drugog, tada je, prema strogoj definiciji vjerojatnosti, vjerojatnost njihove istovremene realizacije
(Sarapa, 2002) jednaka
P(ANB) = P(4) - P(B). (1)

Analogno tome (Sarapa, 2002), definiramo vjerojatnost istovremene realizacije kona¢no
mnogo nezavisnih dogadaja 4;,i = 1,2, ...,n

P(n?ﬂAi) = ?:1 P(Ai)- 2

Definicija 1. Dogadaji 4;,i = 1,2, ...,n,(n = 2) su
(1) nezavisni u cjelini (ili kra¢e nezavisni) ako Vk,(2 < k <n), i za svaku kombinaciju
J1,J2, -, Ji brojeva 1,2, ..., n, vrijedi da je

P(NiZ14;,) = TTis P(4)); (3)
(2) u parovima nezavisni ako za svaki par dogadaja A; i1 A;, (1 < i,j < n,i # j), vrijedi da je

P(A;n4;) = P(A) P(4)).

Prije nego iskazemo i dokaZzemo glavni teorem, navedimo teorem koji govori o nezavisnosti
suprotnih dogadaja.
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Teorem 1. Neka su dogadaji A;,i=1,2,..,n,(n>2) nezavisni. Ako neke od dogadaja
zamijenimo njima suprotnim dogadajima dobijamo familiju nezavisnih dogadaja.

Dokaz: Dokazimo tvrdnju teorema u slucaju kada je n = 2. Za slu¢aj n > 2 se tvrdnja analogno
dokazuje matematickom indukcijom. Dokazimo da iz nezavisnosti dogadaja A 1 B slijedi
nezavisnost dogadaja A€ i B.
Kako je (A N B) N (A N B) = @, to iz ¢injenice daje B = (A N B) U (A N B) imamo da
je
P(B)=P((ANB)U(A“NB)) =P(ANB)+P(A°nB) =P(A)-P(B) + P(A° n B),

iz Cega slijedi da je
P(A°nB)=P(B)—P(A)-P(B) = (1—P(A)) - P(B) = P(A°) - P(B),

pa zaklju¢ujemo da su dogadaji A€ i B nezavisni.

Koriste¢i simetri¢nost i ¢injenicu da je (X¢)¢ = X, dobijamo da su dogadaji A i B¢, kao i
dogadaji A¢ i B¢ nezavisni.
u

Sada smo u mogucénosti iskazati i dokazati teorem koji ¢e nam dati model raCunanja
vjerojatnosti dozivljenja i smrti za konacno mnogo osoba.

Teorem 2. Neka su dani dogadaji
Azz = {Osoba starosti x; godina Ce Zivjeti bar jo$ n; godina}

B;r;j = {Osoba starosti y; godina nece Zivjeti joS m; godina},

gdje indeksi 7 i j pripadaju kona¢nom skupu indeksa. Tada vrijedi

(D P(nies1 AZi) = Hieslp(A;lii) = [lies, n,Px;>
mj

) P(Njes, By ) = Mjes, P (By) = Mjes, m, Gy,
(3) P <(niES3 AZ; N (nje54 B;,r;j)) = (Hies3 nipxi) ) (Hj€S4 ijyj)a

gdijesu S, =1{1,2,...,k,.},k, € N,vr =1, 2,3, 4, konaéni neprazni skupovi indeksa.

Dokaz: Dokazimo prvu tvrdnju teorema. Kako su dogadaji AZL‘ nezavisni, to primjenjujuci relacije
(2) 1 (3) imamo da vrijedi

P(niesl AZi) = Hieslp(A;lii) = Hi651 n;Px;»

Sto je i trebalo dokazati.
Kako su dogadaji AZZ i B;r; 7 medusobno nezavisni to, primjenjujuéi relacije (2) i (3),

analogno dokazujemo i druge dvije tvrdnje teorema.
[
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Primjer 2. Od dva brata, jedan ima 25 a drugi 30 godina. Koriste¢i tablice 17 engleskih drustava
odrediti kolika je vjerojatnost da ce:

a) Nakon 23 godine obojica zivjeti;

b) Nakon 23 godine mladi Zivjeti, a stariji nece;

c) Nakon 23 godine stariji zivjeti, a mladi nece;

d) Nakon 23 godine nijedan nece Zivjeti;

e) Stariji umrijeti u toku 48. godine, a mladi ¢e tada biti ziv;

f) Stariji umrijeti u toku 53. godine, a mladi u toku 37. godine;

g) Samo jedan od njih zivjeti bar jos 3 godine?

Rjesenje:
_ _ _ lasszs  lsoras _ 71601 66046 _
a) P = 23D25 23P30 = lys lso 89835 86292 0,6100
71601 66046
b) P = 23P25" 23G30 = 23P25° (1 —23D30) = Sogac (1 - 86292) ~ 0,1870
71601\ 66046
¢) P = 33q25° 23P30 = (1 =23 P25) " 23q30 = (1 - m) iy 0,1554

d) P = 33q25" 23930 = (1 =23 P25) - (1 —23 p30) = 0,0476
e) Kako ¢e stariji umrijeti u toku 48. godine, to znaci da ¢e umrijeti kada napuni 47 godina, ali prije
nego napuni 48 godina.
72582 — 71601 76173

86292 89835

P = (17P30—18P30) * 18P25 = ~ 0,0096

Drugi nacin bi bio
dy; 981 76173

p =47, —_2°
Lo '8P%5 ~ 86292 89835

f) Analogno prethodnom, imamo

~ 0,0096

81814 — 81038 67253 — 66046
89835 86292

P = (11P25—12P25) * (22P30—23P30) = ~ 0,0001

Drugi nacin bi, analogno prethodnom, bio
dse ds, 776 1207
. =— ~ 0,0001
l,s 13y 89835 86292
g) Imamo dva moguca slucaja, i to da ¢e mladi Zivjeti bar jo§ 3 godine a stariji ne, te da ¢e stariji zivjeti
bar jo$ 3 godine a mladi ne.
P = 3P25 " 3930 + 3(q25 " 3P30 = 0,0249 + 0,0229 =~ 0,0478
O

Primjer 3. Kolika je vjerojatnost da ¢e od tri musketira, Aramis 27 godina, Atos 24 godine i Portos
26 godina, bar dvojica od njih Zivjeti bar jo§ 10 godina?

Rjesenje: Kako je rijes o “bar dvojici”, to znac¢i da mogu biti dvojica (Aramis i Atos ili Aramis i
Portos ili Atos i1 Portos) Zivi a jedan mrtav ili sva trojica Zivi.
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P = 10027 " 10P24 " 10926 F10P27 " 10924 * 10P26 + 10927 * 10P24 * 10P26 + 10P27 * 10D24 * 10P26

BT O A O PP
l27 lZ4» l26 l27 l24- l26 l27 l24- lZ6 l27 l24- l26
81038 83339 81814\ 81038 83339\ 81814
::§§Z§Z'§6§E§'< __89137>4_88434'< __90529>'89137_F
81038\ 83339 81814 81038 83339 81814
( __88434)'90529'89137_F88434'90529.89137

~ (0,0693 + 0,0668 + 0,0707 + 0,7743

~ (0,9811
0

Primjer 4. Kolika je vjerojatnost da ¢e od tri brata: Amir 23 godine, Damir 30 godina i Samir 32
godine, u godini kada Samir bude imao 40 godina, Amir i Damir umrijeti, a Samir ostati Ziv?

Rjesenje: Zadatak mozemo rijesiti na dva nacina. Prvi nacin je

P = (7p23—8P23) * (7P30—8P30) * 8P32

86292 — 85565 81038 — 80253 78653
B 91219 86292 84831

~ 0,007970 - 009097 - 0,927173

~ 0,000067
Drugi nacin je
d3o ds;
p :l_l_ 8P32
23 30

727 785 78653
91219 86292 84831

~ (0,007970 - 009097 - 0,927173

~ 0,000067

O

Primjer 5. U peteroc¢lanoj porodici, roditelji su starosti 57 1 60 godina, a djeca su starosti 18, 23 i
25 godina. Kolika je vjerojatnost da roditelji nece dozivjeti 75 godina starosti, a da ¢e djeca
dozivjeti 60. godinu?

Rjesenje:
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P = 18q57 " 15960 * 42P18 " 37D23 * 35P25

= (1 — 18Ps7) - (1 — 15P60) = 42P18 * 37DP23 * 35P25

( l57+18) ) (1 _ l60+15) ) lig+a2 ) l23437 ) lz5+435

l60 118 lZ3 125

l s\ leo Lo |
_ (1_2).(1_2).ﬂ.ﬂ.ﬂ
l57 l60 118 lZ3 125

_( 24100) ( 24100) 55973 55973 55973

" 60658 " 55973) 94620 91219 89835
~ 0,6027 + 0,5694 + 0,5916 + 0,6136 + 0,6231

=~ 0,0776
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Tablica 17 engleskih drustava

R dy | 0, de | /1, de | 2 /1, d,
10 100000 676 |33 84089 750 |56 62094 1436 |79 15277 1987
11 99324 674 |34 83339 758 |57 60658 1497 |80 13290 1866
12 98650 672 (35 82581 767 |58 59161 1561 |81 11424 1730
13 97978 671 (36 81814 776 |59 57600 1627 |82 9694 1582
14 97307 671 |37 81038 785 |60 55973 1698 |83 8112 1427
15 96636 671 |38 80253 795 |61 54275 1770 | 84 6685 1268
16 95965 672 |39 79458 805 |62 52505 1844 | 85 5417 1111
17 95293 673 |40 78653 815 |63 50661 1917 | 86 4306 958
18 94620 675|41 77838 826 | 64 48744 1990 | 87 3348 811
19 93945 677 |42 77012 839 |65 46754 2061 | 88 2537 673
20 93268 680 |43 76173 857 |66 44693 2128 | 89 1864 545
21 92588 683 |44 75316 881 |67 42565 2191 | 90 1319 427
22 91905 686| 45 74435 909 | 68 40374 2246 | 91 892 322
23 91219 690| 46 73526 944 |69 38128 2291 | 92 570 231
24 90529 694 |47 72582 981 |70 35837 2327 | 93 339 155
25 89835 69848 71601 1021 |71 33510 2351 | 94 184 95
26 89137 703 | 49 70580 1063 |72 31159 2362 | 95 89 52
27 88434 708 | 50 69517 1108 |73 28797 2358 | 96 37 24
28 87726 714| 51 68409 1156 |74 26439 2339 | 97 13 9
29 87012 720| 52 67253 1207 |75 24100 2303 | 98 4 3
30 86292 72753 66046 1261 |76 21797 2249 99 1 1
31 85565 734| 54 64785 1316 |77 19548 2179
32 84831 742| 55 63469 1375 |78 17369 2092

PROBABILITY OF LIFE AND DEATH FOR TWO OR MORE

PERSONS WHEN CALCULATING LIFE INSURANCE

Summary

In this paper we provide models for calculating the probability of life and death for two or more poeple,

which are necessary when calculating life insurance.

Keywords: Probability, Life insurance, Actuarial mathematics.
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